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B sei ein kompakter Raum und S(B) der lineare Raum der auf B
beschriinkten, reellwertigen Funktionen. Durch II!II := sUP",eB Ij(x)1 wird
S(B) ein normierter Raum. C(B) sei die in S(B) liegende Teilmenge der
stetigen Funktionen, V eine Teilmenge von C(B).

In [I] wurde die Tschebyscheff-Approximation einer Menge von gleich­
miiBig beschriinkten, komplexwertigen Funtionen durch Funktionen aus V
auf die Approximation einer oberhalbstetigen AbbiIdung H: B -4- Jf'(iC)
zuriickgefiihrt (B muBte zusatzlich das 1. Abziihlbarkeitsaxiom erfUllen).
Dabei bedeutet, falls X ein topologischer Raum ist,

Jf'(X) := {E C X I E kompakt und E =1= 0}.

AuBerdem heiBt fUr topologische Riiume X und Y eine Abbildung
H : X -4- Jf'(Y) oberhalbstetig in x E X, wenn zu jeder in Y offenen Menge G
mit H(x) C G eine Umgebung U von x existiert, so daB H(U) C Gist. Unter
H(E) verstehen wir dabei fUr E C X die Bildmenge

H(E) := {y E Y I es gibt ein x E E mit Y E H(x)}.

Aus der Definition von H in [I] ist natiirlich klar, daB man sich auf
die Approximation einer oberhalbstetigen Abbildung H: B -4- Jf'(IR)
beschriinken kann, falls aIle betrachteten Funktionen, wie in unserm Fall,
reellwertig sind. Anderseits beweisen Diaz und McLaughlin in {8) fur
metrisches B, daB man sich auf den Fall der gleichzeitigen Approximation
einer oberhalbstetigen Funktion j+ : B -+ IR und einer unterhalbstetigen
Funktion j- : B -+ IR mit j+(x) ~ j~(x) fUr aIle x E B zuriickziehen kann
(vgI. Remes [13], Golomb [10], Dunham [9]). Dabei heiBt eine Funktion
f: B -+ IR oberhalbstetig (unterhalbstetig) in x E B, wenn zu jeder reellen
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Zahl h > f(x) (h < f(x» eine Umgebung U von x existiert mit fez) < h
(f(z) > h) fiir alle z E U.

Wir betrachten daher zunachst zwei formal verschiedene Aufgaben­
stellungen:

(AI) Zu der oberhalbstetigen AbbiIdung H: B -+ Jf'(fR) suchen wir
ein Element Vo E V der Art, daB

sup il(vo(x), H(x» :(; sup il(v(x), H(x»
XEB XEB

fUr jedes Element v E V.
Dabei setzten wir J(v(x), H(x» := SUpz£H(x) I vex) - z :.

(A2) Zu der oberhalbstetigen Funktion f /- : B -+ fR und der unter­
halbstetigen Funktion f- : B -+ fR mit j+(x) :;:, f-(x) fUr alle x E B
suchen wir ein Element Vo E V mit

max{lIf+ .- Vo ii, !!f- - Vo ~:} :(; max{i1f+ -- v I~, ':f- - v Ii}

fUr jedes v E V.

1m ersten Teil wird gezeigt, wie man beide Aufgaben ineinander uberflihrt.
Auf diese Weise konnen wir uns auf die fUr den reellen Fall angemessenere
Aufgabenstellung (A2) beschranken und schon bekannte Ergebnisse aus [I]
verwenden. Uber Charakterisierungssatze, die sich aus entsprechenden in
[I] ergeben, gelangt man iiber einem Intervall zu der Charakterisierung einer
Minimallosung durch eine AIternante oder einen "Straddlepunkt" (Dunham
[9] fUhrte diese Bezeichnung ein). Fur die Eindeutigkeit dieser Minimallosung
ist die Existenz einer Alternanten einer bestimmten Lange hinreichend, ein
Ergebnis, welches eine Verallgemeinerung eines Eindeutigkeitssatzes von
Cheney und Loeb [2] darstellt. Mit Hilfe des strengen Eindeutigkeitssatzes
zeigen wir, daB der Bestapproximationsoperator, der jedem (f+,f-) die
Menge der Minimallosungen zuordnet, stetig ist bei (f+,f-), fallsf+ = f- E V
oder (f+,f-) normal ist (Definition 4.1). Zur konstruktiven Berechnung
der SimuItanapproximation verallgemeinern wir ein linear konvergierendes
Verfahren von Cheney und Loeb [4], das auf der konvexen Optimierung
beruht.

1. REELLE SIMULTANAPPROXIMATION

Zuerst wollen wir noch einige Bezeichnungen einflihren:

Ll v '= l~~l il(v(x), H(x» bei Aufgabe (AI)
( ) . Imax{/:f+ - v II, IIf- - v Ii} bei Aufgabe (A2)
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9R(v) '-l{x E B I J(v(x), H(x)) = LI(v)} bei Aufgabe (AI)
.- {x E B I max{lj+(x) - v(x)j, I j-(x) - v(x)l} = LI(v)}

bei Aufgabe (A2)

Unter der Minimalabweichung verstehen wir bei (AI) die Zahl

Pv(R) := inf LI(v),
VEV

bei (A2) bezeichnen wir sie mit pv(j+,j-).

D[H, v] := {(x, z) E B X lR I Z E H(x) und I vex) - Z I = LI(v)}.

Wenn Seine Teilmenge eines linearen Raumes ist, dann bezeichnen wir
mit conv(S) die konvexe Rulle von S.

AuBerdem benutzen wir die Abkurzung o.B.d.A. fUr "ohne Beschrankung
der Allgemeinheit".

Wir wollen uns zunachst mit der Aufgabe (AI) beschiiftigen, also eine
oberhalbstetige Abbildung H: B -+ f(lR) bezuglich V approximieren. In
diesem Fall konnen wir die Aufgabe auch folgendermaBen umschreiben:

max J(v(x), H(x)) = max max I vex) - Z I,
xEB xEB ZEH(x)

= max max{1 vex) - j+(x)[, I vex) - j-(x)\},
XEB

= max{II j+ - v 1[, II j- - v II}.

Dabei sind die Funktionen j + und j - fUr x E B definiert als:

j+(x):= max z,
ZEH(x)

j-(x):= min z,
ZEH(x)

und haben deshalb die Eigenschaft:

(1.1)

(1.2)

j+(x) ? j-(x) fUr alle x E B.

RILFSSATZ 1.1. j + wie in (1.1) ist eine oberhalbstetige Funktion.

Beweis. Sei Xo E B und h > j+(xo). Setzen wir IE := h - j+(xo), dann ist
G := ] - IE + j-(xo),j+(xo) + €[ eine offene Umgebung von H(xo) in lR.
Also existiert eine Umgebung U(xo) mit H(x) C G fUr alle x E U(xo)' Damit
ist j +(x) E G fUr alle x E U(xo), d.h. j +(x) < h fUr alle x E U(xo).

Ganz analog beweist man

HILFSSATZ 1.2. f- wie in (1.2) ist eine unterhalbstetige Funktion.
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Unser Spezialfall der Aufgabenstellung (AI) ist also iibergefUhrt zu der
Aufgabe (A2). Wir fassen das Ergebnis zusammen zu

SATZ 1.1. 1st C(B) der lineare Raum der auf dem kompakten Raum B
stetigen, reellwertigen Funktionen, V C C(B) und H : B -+ f(lR) oberhalb­
stetig, dann sind folgende Aufgaben aquivalent:

(a) Minimiere maXXEB d(V(X), H(x» bezuglich V!

(f3) Minimiere max{llf+ - V II, Ilf- - V II} bezuglich V!

Dabei werden f+ und f- durch (Ll) bzw. (1.2) definiert und haben die Eigen­
schaft: f+(x) ~ f-(x) fur x E B. Daruberhinaus ist f+ oberhalb- und f- unter
halbstetig.

Gehen wir nun umgekehrt von der Aufgabenstellung (A2) aus, dann
definieren wir

H(x) := [f-(x),j+(x)] for x E B. (1.3)

H ist eine oberhalbstetige Abbildung von B in f(lR) und es gilt fUr aIle
VE V:

max{lIf+ - V II, Ilf- - v II} = max a(v(x), H(x».xEB

Also ergibt sich

SATZ 1.2. 1st C(B) der lineare Raum der auf dem kompakten Raum B
stetigen, reellwertigen Funktionen, vc C(B), f+ eine auf B oberhalbstetige
undf- eine auf B unterhalbstetige Funktion mit f+(x) ~ f-(x)Jur x E B, dann
sind aquivalent:

(a') Minimiere max{lIf+ - V Ii, lif- - V II} bezuglich V!

(f3') Minimiere maxxEB d(V(x), H(x» bezuglich V!

Dabei wird H durch (1.3) definiert.

Wir beschranken uns daher im weiteren Verlauf auf die fUr den reellen
Fall angemessenere Aufgabenstellung (A2). In S(B) X S(B) fiihren wir durch

11(f, g)1I = max{llfll, II g II}

eine Norm ein. Mit O(B) bezeichnen wir die Menge der auf B oberhalbstetigen
Funktionen, mit U(B) die Menge der auf B unterhalbstetigen Funktionen.
Weiter setzen wir

OU(B) := {(J+, f-) E O(B) x U(B)Ij+(x) ~ f-(x) fUr x E B}
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Da OU(B) C S(B) x S(E), konnen wir die Aufgabenstellung (A2) auch so
formulieren:

Zu (f+,f-) E OU(B) ist ein Element Vo E V gesucht mit

11(f+,j-) - (vo, vo)l! = 1I(f+ - vo,f- - vo)l[

~ 11(f+ - v,f- - v)11 = 11(f+'j-) - (v, v)1I

fur aUe v E V.
Wir konnen die Aufgabe (A2) noch etwas umschreiben, indem wir fUr

XEB

j(x) := (f+(x) + j-(x»J2

Z(x) := (f+(x) - j-(x»/2 setzen.

Also ist Z(x) ~ 0 in B und es gilt:

(1.4)

(1.5)

max{l\f+ - v II, \\f- - v II} = max{\ f(x) - vex)! + Z(x)}. (1.6)
XEB

Diese Umschreibung werden wir in einigen Siitzen und Definitionen benutzen.
Als erste Anwendung von (1.6) ergibt sich sofort:

SATZ 1.3. py(f+,f-) ~ II Z II.

2. CHARAKTERlSIERUNG DER MINIMALLOSUNG BEl

RATIONALER SIMULTANAPPROXIMATION

Wir wollen die reelle Simultanapproximation noch weiter spezialisieren
und jetzt die rationale Simultanapproximation betrachten:

P = span(ul , U2 , ... , un) sei ein n-dimensionaler und

Q = span(un+l' Un+2 , ••• , un+m ) ein m-dimensionaler Unterraum des reellen
linearen Raums C(B). Die Menge der Approximationsfunktionen ist dann

Dabei ist a = (aI, a2 ,... , an+m) E (Rn+m. Damit R nicht leer ist, setzen wir
zusatzlich voraus, daB Q mindestens eine Funktion enthiilt, die in ganz B
groBer als null ist. Sind nun r(a,') und r(b,') aus R, und setzt man
aCt) := a + t(b - a), so wird

reaCt), x) = «1 - t) pea, x) + tp(b, x»/«(1 - t) q(a, x) + tq(b, x».
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Fur 0 ~ t ~ 1 gehort reaCt), .) zu R und mit

g(x, t) := q(b, x)/«(1 - t) q(a, x) + tq(b, x»

wird

reaCt), x) = (1 - tg(x, t» rea, x) + tg(x, t) reb, x).

131

Also ist R asymptotisch konvex (Meinardus und Schwedt [12]), aCt) im
Punkt 0 Frechet-differenzierbar und a(O) = a. Dariiberhinaus ist die Para­
metermenge A, in der a variieren kann, offen in IRn+m • Jedes Element rea, .)
aus R besitzt eine Frechet-Ableitung nach a, niimlich

Setzen wir

F[b' .J = n~m b. 8r(a, .)
,a, l....' 8a.

;=1 '

fUr b E IRn+m •

(
8r(a, .) or(a, .»)

grad rea, .):= -",- ,..., -",-- ,
val van+m

dann konnen wir mit dem Skalarprodukt <. ) schreiben:

F[b; a, .J = <b, grad rea, '».
Fur spiitere Zwecke wollen wir grad rea, .) noch ausrechnen:

(2.1)

also

l

Ui

8r(a, .) = q(a, .) .
oa; pea, )

---u·
q(a, .)2 '

fUr i = 1,2,... , n

fUr i = n + 1,... , n + m,

1
grad rea, .) = -(-) (ul , ... , Un , -rea, .) Un+! , ... , -rea, .) un+m). (2.2)

q a,'

Zur Abkiirzung wollen wir in Zukunft auch IDl(a) anstatt IDl(r(a, .» und Ll(a)
anstatt Ll(r(a, .» fUr rea, .) E R schreiben.

SATZ 2.1. r(a,·) E R ist genaudann eine Minimallosung zu (f+,j-) E OU(B),
wenn fUr jedes reb, .) E Rein x E IDl(a) existiert mit

(f(x) - rea, x»(r(b, x) - rea, x» ~ 0

(f wie in (1.4».
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Beweis. Wir definieren H wie in (1.3).

(a) Notwendigkeit. Nach Satz 1.2 ist rea, .) Minimallosung fUr H, also
existiert nach Satz 3.5 in [l) ein

(x, z) E D[H, rea, .») mit (z - rea, x»(r(b, x) - rea, x» ~ o.

Dabei ist z = f+(x) oder z = f-(x).

(1) z = j+(x):

Dann ist Ij-(x) - rea, x)1 ~ Ij +(x) - rea, x)1 und aus

j(x) - rea, x) = (f+(x) - rea, x»J2 + (f-(x) - rea, x»J2

folgt sgn(f(x) - rea, x) = sgn(j+(x) - rea, x». Daraus ergibt sich fUr
x E 9Jl(a):

(f(x) - rea, x»(r(b, x) - rea, x» ~ o.
(2) z = j-(x):

Dann ist If+(x) - rea, x)j ~ If(x) - rea, x)1 und

sgn(j(x) - rea, x» = sgn(f-(x) - rea, x».

Daraus folgt wieder die Behauptung.
Wie in [1] ist dabei sgn h als +1 oder -1 wiihlbar, falls h = 0 ist.

(b) Hinliinglichkeit. Sei also x E 9Jl(a) mit

(f(x) - rea, x»(r(b, x) - rea, x» ~ 0

oder

f+(x) --; rea, x) + j-(x) -; rea, X») (r(b, x) _ rea, x» ~ o.

1st nun I j+(x) - rea, x)1 = .1(a) und \ j-(x) - rea, x)1 < .1(a), dann ist
(x, z) := (x,j+(x» E D(H, rea, .)] mit

(z - rea, x»(r(b, x) - rea, x» ~ o.

1st \ j +(x) - rea, x)1 < Ij-(x) - rea, x)\ = .1(a), dann erfiillt

(x, z) := (x,j-(x» E D[H, rea, .»)

die Ungleichung (2.3). Falls dagegen

A(a) = I j+(x) - rea, x)1 = [j-(x) - rea, x)1

(2.3)



APPROXIMATION MEHRER FUNKTIONEN 133

ist, dann erfiillt entweder (x, z) := (x,j-(x» E D[H, rea, .)] oder (x, z) :=
(x,j+(x» E D[H, rea,)] die Relation (2.3). Nach Satz 3.2 in [1] ist damit
rea, .) Minimallosung zu H, also auch zu (f+,j-).

Ais niichsten Satz liiBt sich die Charakterisierung mit der Frechet-Ableitung
(Satz 3.11 in [1]) ilbertragen.

SATZ 2.2. r(a,·) E R ist genau dann eine Minimallosung zu (f+,j-)E OU(B),
falls flir jedes b E IR n+m ein x E 9R(a) existiert mit

(f(x) - rea, x»(b, grad rea, x» ~ o.

Der Beweis dieses Satzes verliiuft analog wie beim vorigen Satz.

SATZ 2.3. r(a,·) E R ist genau dann eine Minima/losung zU(f+,j-)E OU(B),
falls 0 E conv(S'). Dabei ist S' := {(f(x) - rea, x» grad rea, x)1 x E 9R(a)}.

Beweis. Wir definieren wieder H wie in (1.3).

(a) rea, -) sei Minimallosung zu (f+,j-) E OU(B). Da dann rea, .) auch
Minimallosung zu H ist, liegt nach Satz 3.10 in [1] der Nullvektor in conv(S")
mit

S" := {(z - rea, x» grad rea, x)1 (x, z) E D[H, rea, .)]}.

Wir machen nun zwei Fallunterscheidungen.

(1) Es gibt ein x E B mit (x,j+(x») und (x,j-(x» aus D[H, rea, .)]:

Dann ist I(x) - rea, x) = 0, also 0 E conv(S').

(2) Es gibt kein x E B mit (x,j+(x» und (x,j-(x» aus D[H, rea, .)]:

Nach dem Satz von Caratheodory 13] gibt es k Punkte (Xl' Zl),· .. , (Xk , Zk)
in DIH, rea, .)] mit

k

o = L (Xi(Zi -- rea, Xi) grad rea, Xi).
i~1

Dabei ist k ~ n + m + 1, (Xi > 0 fiir i = 0, ... , k und 2::~1 (Xi = 1. Da
sgn(Zi - rea, Xi) = sgn(f(xi) - rea, Xi) ist, gibt es Zahlen !3i > 0 mit

k

L (Xi!3i(f(Xi) - rea, Xi)) grad rea, Xi) = o.
i=1

Setzen wir y; = Ci;!3;!2::=1 Cii!3Jiir j = 1,... , k, dann ist '}'i > 0 und 2::=1 Yi = 1.
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AuBerdem ergibt sich:

BLATT

k

o = L y;(f(x;) - rea, Xi» grad rea, x;),
;=1

also 0 E conv(S').

(b) 0 E conv(S').

(1) f(x) - rea, x) = 0 fUr ein x E 9Jl(a):

Dann ist rea, .) Minimallosung zu (f+,j-).

(2) f(x) - rea, x) oF 0 fUr alle x E 9Jl(a):

Nach dem Satz von Caratheodory existieren wieder k ~ n + m + 1
Punkte Xl , x 2 ,.,', Xk in 9Jl(a) mit 0 = L~=l eX;(f(x;) - rea, Xi» grad rea, Xi),
cx; > 0 fUr i = I, ... , k und I.:=l CXi = 1. Nun gibt es Zahlen f3i > 0 und
Zi E ~ (i = 1,... , k) mit Zi - rea, Xi) = f3iCf(Xi) - rea, Xi» und (Xi, Zi) E

D[H, rea, .»). Also gilt

~ (Zi - rea, Xi»o = f::l CXi f3i grad rea, Xi)'

Setzen wir Yj := CXj/f3j I.:=l cxdf3; , dann ist Yi > °und 2::=1 Yi = 1. Wieder
erhalten wir

k

o= L Yi(Zi - rea, Xi» grad rea, Xi)'
i=l

also 0 E conv(S"). Nach Satz 3.12 in [1) ist dann rea, .) Minimallosung zu H
und damit auch zu (f+,f-).

Bemerkung. Gilt fUr ein X E mea) die Beziehungf(x) - rea, x) = 0, dann
liegt rea, x) genau in der Mitte zwischen f+(x) und f-(x). Einen solchen
Punkt nennt Dunham [9) einen "Straddlepunkt".

Wir wollen jetzt noch einige Bezeichnungen einfiihren.

DEFINITION 2.1. Ein n-dimensionaler Unterraum von C(B),der gl, g2 ,.. , gn
als Basis besitzt, heiBt ein Haarscher Unterraum, wenn fUr jede Wahl von n
verschiedenen Punkten Xl' X2 ,..., Xn in B die Determinante der (n x n)­
Matrix (.fj(Xi» verschieden von null ist.

1m folgenden sei B das reelle lntervall [a, b). 1st M ein endlichdimensionaler
Unterraum von qa, b), dann setzen wir 'Y](M):= maximale Dimension
eines Haarschen Unterraumes von M, v(M):= I + groBte Anzahl von
Vorzeichenwechsel, die Elemente von M haben konnen.
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Wir wollen fUr B = [a, b] die Bestapproximation durch eine Alternante
oder einen Straddlepunkt charakterisieren.

DEFINITION 2.2. (j+,f-, rea, .» besitzt eine Alternante der Lange k,
falls k Punkte a ~ Xl < x2 < ... < Xk ~ b existieren mit

(I) Xi E mea) fUr i = 1,2,... , k

(2) sgn(j(xi) - rea, Xi» = (-l)i € fUr 1,2,... , k.

Dabei ist € = +1 oder € = -1 und f wie in (1.4).
Wir brauchen weiterhin einen Hilfssatz von Goldstein, der die Theorie

der konvexen Mengen mit der Alternantenbedingung verkniipft.

HILFSSATZ 2.1. 1st gl' gz ,..., gn eine Basis eines Haarschen Unterraums
in era, b] und liegt 0 in der konvexen Hftlle der Vektoren ,\o(v(xo),"" An(V(Xn),
wobei alleAi #- 0, (V(x) = (gl(X)"", gn(x» und a ~ Xo < Xl < ... < Xn ~ b
sind, dann alternieren die Ai im Vorzeichen.

Beweis. Vgl. Cheney und Loeb [5].

SATZ 2.4. Wenn (j+, j-, rea, .» eine Alternante der Lange

1 + v(P + rea, .) Q)

oder einen Straddlepunkt besitzt, dann ist r(a,') Mimimallosung zu
(j+,j-) E OU[a, b].

Falls rea, -) Minimallosung ist zu (j+,f-) E OU[a, b], dann besitzt
(j+,j-, rea, .» eine Alternante der Lange 1 + TJ(P + rea, .) Q) oder einen
Straddlepunkt.

Beweis. (a) Falls ein Straddlepunkt vorliegt, ist r(a,') natiirlich
Minimallosung. Wir wollen also jetzt voraussetzen, (j+,f -, rea, .» besitze
eine Alternante der Lange 1 + v(P + rea, .) Q) und es liege kein Straddle­
punkt vor: Wenn wir annehmen, rea, .) sei keine Minimallosung, dann gibt
es nach Satz 2.1 ein r(b,') E R mit (j(x) - rea, x»(r(b, x) - rea, x» > 0
fUr aile x E mea). Da nun j(x) - rea, x) an v + 1 aufeinanderfolgenden
Stellen in [a, b] abwechselndes Vorzeichen besitzt, gilt dies auch fUr
reb, x) - rea, x). Dann mu13 aber reb, x) - rea, x) mindestens v Vorzeichen­
wechsel in [a, b] haben. Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition von v.

(b) r(a,·) sei Minimallosung zu (j+,f-) E OU[a, b]: Nach Definition von
TJ existiert ein Haarscher Unterraum von P + rea, .) Q der Dimension
TJ(P + rea, .) Q). 1st gl , g2 ,... , g" eine Basis dieses Unterraums, dann setzen
wir (V(a, x) = (gl(X), ... , g,,(x». Nach Satz 2.3 liegt 0 in der konvexen Hiille
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von{(f(x) - rea, X» grad rea, x)1 x E ffil(a)}. Da q(a, x) > 0 in [a, b] ist,
folgt aus (2.2) und dem Satz von Carath6odory:

oE conv({f(x) - r(a, x» (fj(a, x)1 x E ffil(a)})

Wir machen nun zwei Fallunterscheidungen:

(1) Es gibt ein x E ffil(a) mit j(x) - rea, x) = 0:

Dann ist x Straddlepunkt und die Behauptung bewiesen.

(2) j(x) - rea, x) i= 0 fUr alle x E ffil(a):

Nach dem Satz von Caratheodory existieren k + 1 Punkte a ~ Xo <
Xl < '" < Xlc ~ b in ffil(a) mit

k

«(3) 0 = L Oli(J(Xi) - rea, Xi» (fj(a, Xi)
i=O

und Oli > 0 fUr i = 0, I, ... , k, L~=l Oli = 1.
Da gl ,..., g" einen Haarschen Unterraum aufspannen, muG nun k ? TJ

sein. Also ist k = TJ und nach Hilfssatz 2.1 haben die Zahlen f(Xi) - r(a, Xi)
alternierendes Vorzeichen, d. h. es gibt eine Alternante der Lange
1 + TJ(P + r(a, .) Q).

Bemerkung. Falls bei einer Minimallosung ein Straddlepunkt vorliegt,
kann dennoch eine Alternante existieren.

Betrachten wir als Spezialfall fUr R die Menge Rmn[a, b], d. h. die Menge
der rationalen Funktionen plq, wobei p ein Polynom ~n-ten Grades und q
ein Polynom ~m-ten Grades ist mit q(x) > 0 in [a, b], dann ist P + rQ fUr
jedes r E Rmn[a, b] ein Haarscher Unterraum. In diesem Fall sind aber auch
die Zahlen v und TJ gleich und es gilt, falls p und q teilerfremd sind:

v(P + (plq) Q) = TJ(P + (plq) Q) = 1 + max{n + 8q, m + 8p}

(vgI. Cheney [2}). Dabei bezeichnen wir mit 8p bzw. oq den Grad der Poly­
nomep bzw. q.

Wir erhalten also aus Satz 2.4:

FOLGERUNG 2.1. ro = plq (p und q teilerfremd) ist genau dann eine
Minimallosung zu (j+,j-) E OU[a, b] beziiglich Rmn[a, b], wenn (j+,j-, ro)
eine Alternante der Lange 2 + max{n + oq, m + op} besitzt oder ein Straddle­
punkt vorliegt.
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3. EINDEUTIGKEIT BEl RATIONALER SIMULTANAPPROXlMATION

137

Als Spezialisierung von Satz 3.16 aus [1] auf rationale Simultanappro­
ximation erhalten wir:

SATZ 3.1. 1st ro E Reine Minimallosung zu (f+,J-) E OU(B) und ist
P + roQ ein Haarscher Unterraum , dann ist ro eindeutig bestimmt, falls kein
Straddlepunkt existiert.

Wir konnen diesen Satz etwas verscharfen, falls B = [a, b] ist.

SATZ 3.2. 1st ro E Reine Minimallosung zu (f+,J-) E OU[a, b] und
P + roQ ein Haarscher Unterraum, dann ist ro eindeutig bestimmt, falls eine
Alternante der Lange 1 + ?](P + roQ) existiert.

Den Beweis wollen wir unter Anwendung des folgenden Hilfssatzes fUhren,
den wir spiiter noch einmal benotigen.

HILFSSATZ 3.1. Sei rea, .) E Reine Minimallosung zu (f+,J-) E OU[a, b],
die eine Alternante der Lange I + 'YJ(P + rea, .) Q) besitzt, d. h. es existieren
Punkte

a ~ Xo < Xl < ... < X" ~ b

mit

(1) Xi E 9R(a) fur i = O, ... ,?],

(2) sgn(f(xi) - rea, Xi)) = (-I)i Efur i = o,... ,?]

(E = +1 oder € = -I). Weiterhin sei PR(f+,J-) > °und P + rea, .) Q ein
Haarscher Unterraum. Dann ist Odie einzige Funktion g aus P + rea, .) Q mit

(-I)i E • g(Xi) ;;:: 0

Beweis. Wir setzen

und

fur i = 0,... , ?].

falls (-1)i E = 1

falls (- I)i E = - 1.

Auf allen iibrigen Punkten von [a, b] definieren wir j;+(x) und f1-(X) durch
rea, x). Es ist leicht zu verifizieren, daB ft+ eine oberhalbstetige und f1- eine
unterhalbstetige Funktion ist mit ft+(x) ;;:: f1-(X) fUr aIle X E [a, b]. Nach
Konstruktion bilden die Punkte Xo, Xl ,... , X" eine Alternante von
(ft+, ft-, rea, .)). Da P + rea, .) Q ein Haarscher Unterraum ist, gilt
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TJ(P + rea, -) Q) = v(P + rea, .) Q). Deshalb ist nach Satz 2.4 rea, .) Minimal­
losung zu (f1+'/1-)' Nach Satz 2.3 ist dann der Nullvektor in der konvexen
Hulle der Menge

{(f1(Xi) - rea, xD) grad rea, xi)l i = 0, 1,... , 7]}

enthalten. Da!l(xi) - rea, Xi) =1= °fUr i = 0,1,... , 7J und sgn(!l(xi) - r(a,xi)) =
sgn(f(xi) - rea, Xi)), ist °in der konvexen Hulle von {(-I); E grad rea, Xi) I
i = 0, 1,... , TJ} enthalten, also

"°= L (Xi(-1)i E grad rea, Xi) mit
i~O

(3.1)

fUr i = 0, 1,... , TJ und

Wegen der Haarschen Bedingung mussen alle (Xi > °sein. Aus (3.1) folgt
fUr jedes g E P + rea, -) Q mit g =1= 0:

Nun konnen wegen der Haarschen Bedingung hOchstens 7J - 1 der Zahlen
g(x;) verschwinden. Deshalb ist mindestens eine der Zahlen (-l)i €g(x;)
positiv und eine negativ.

Beweis von Satz 3.2. (a) PR(f+,j-) = 0: Dann ist ro = j+ = j-.

(b) PR(f+,j-) > 0: 1st r = p/q eine weitere Minimallosung zu (f+,j-),
dann gehOrt die Funktion q(r - ro) zu P + roQ und es gilt:

q(r - ro) = q[(f - ro) - (f - r)].

Also gilt fUr alle Alternantenpunkte Xo ,... , X" von (f+,j-, ro) wegen

die Beziehung

Nach dem vorhergehenden Hilfssatz gilt dann:

r = ro .

Bevor wir ein Ana1ogon zum strengen Eindeutigkeitssatz von Cheney [2,3]
angeben, wollen wir einen Hilfssatz von Cheney [3] anfUhren.
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HILFSSATZ 3.2. Sei ro = Po!% ein Element von R (R aber [a, b] betrachtet)
mit dim(P + roQ) = dim(P) + dim(Q) - 1.

Wenn nunjUr pEP und q E Q gilt

(1) IlplI+llqll=IIPolI+II%II,
(2) P = roq,

(3) q(x);? 0 in [a, b],

dann ist P = Po und q = qo .

Beweis. Vgl. Cheney [3, S. 165].

SATZ 3.3 (Strenger Eindeutigkeitssatz). Sei ro = Po/qo E Reine Minimal­
losung zu (/+,f-) E aUra, b] mit einer Alternante der Lange 1+ TJ(P + roQ).
Wenn jetzt TJ(P + roQ) = dim(P) + dim(Q) - 1 ist, dann existiert eine
Konstante y > 0, so daft jUr aile r E R gilt:

.d(r) ;? .d(ro) + y II r - ro II.

Beweis. Wir machen zwei Fallunterscheidungen.

(a) PR(/+,f-) = 0: Dann gilt

.d(r) = 11(/+ - r,f- - r)11 ;? II(r - ro , r - ro)11 -11(/+ - ro,/- - ro)11

= II r - roll·

Also ist y = 1.

(b) PR(/+,f-) > 0: Zu jedem r E R mit r =1= ro definieren wir:

y(r) := (.d(r) - .d(ro))/II r - ro II. (3.2)

Wir mussen nun zeigen, daB 0 kein Haufungspunkt von y(r) ist. Dazu
nehmen wir indirekt an, es gebe eine Folge {rk} in R, so daB

(I) rk =1= ro fUr k = 1,2,... ,

(2) y(rk) -- 0 fUr k -- 00.

Weiter sei rk = Pk!qk mitPk E P, qk E Q und qix) > 0 in [a, b]. Wir konnen
annehmen, daB

Setzen wir

II Pk II + II qk II = 1 fur k = 0, 1,2,....
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dann ist ftl > 0 und ft2 > 0 und es gilt:

I a~k) I ~ (l!ftl)llpk II ~ I!ft!

I f3~k) I ~ (l!ft2)\1 qk II ~ l!ft2

fUr v = 1,2,... , n und

flir v = 1,2,... , m

Da also 1a~k) I fUr v = I, ... , n und k = 1,2,... , und I (3~k) I fUr v = 1,... , m

und k = 1, 2,..., beschrankt sind, existiert also eine konvergente Teilfolge
von {Pk} und eine von {qk}'

Wir nehmen o.B.d.A. an:

Pk-PEP flir k - 00

flir k - 00.

(3.3)

Sei nun y(rk ) ~ !, dann gilt wegen (3.2):

\I rk - roII = Il(rk - ro, rk - ro)11

~ Ij(f+ - ro,f- - ro)11 + 11(f+ - rk ,f- - rk)11

~ 211(f+ - ro,j- - ro)11 + i \I rk - roII

oder

Also ist II rk - ro II hiermit beschrankt flir k = 1,2,.... Wir woUenjetzt zeigen,
daB P = roq ist: Sei a ~ Xo < Xl < ... < XT) ~ b Alternante zu (f+,f-, ro),
also Xi E 9Jt(ro) und sgn(f(xi) - rO(xi)) = (-I)i e flir i = 0, 1,... , T) (e = +1
oder e = -1). Dann gilt fur i = 0, 1,... , T):

y(rk)\I rk - roII = L1(rk) - L1(ro),

~ (-I)i e(f - rk)(xi) + Z(Xi) - (-I)i e(f - rO)(xi) - Z(Xi)

= (-1)1 e(ro - rk)(xi)

= (-I)i e rO(xi) qk(Xi) - Pk(Xi)
qiXi)

Durch Grenziibergang k - 00 folgt flir i = 0, 1, ... , T):

Aus Hilfssatz 3.1 folgt nunp = roq und aus Hilfssatz 3.2p = Po und q = qo.
Da qo(x) > 0 flir X E [a, b], existiert ein 8 > 0 mit qo(x) ~ 28 in [a, b].
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Wir konnen also o.B.d.A. annehmen, daB qk(X);? 0 ist in [a, bJ fUr
k = 1,2,.... Nun sei

e := inf max (-I)i Eg(Xi)'
geP+roQ O<;;;i<;;;11

11911=1

Da das Infimum angenommen wird, ist nach Hilfssatz 3.1 c > O. Aus der
Definition von c und Ungleichung (3.3) folgt, daB ein Alternantenpunkt
xli = i(k)) existiert mit:

y(rk)11 ro - rk II ;? (-1); E(roqk - Pk)(xj)lqk(xj)

;? (-1); E(roqk - Pk)(x;)

;? c . II roqk - Pk II

;? co II ro - rk II·

Da rk =1= roist fUr aIle k und y(rk) - 0 fUr k - 00, fUhrt dies zu einem Wider­
spruch.

FOLGERUNG 3.1. 1st ro = Polqo E Rmn[a, b] Minimallosung zu (f+,j-) E

a U[a, b] mit einer Alternante der Longe n + m + 2, Po und qo teilerfremd und
min(n - 0po , m - oqo) = 0, dann gibt es ein y > 0, so daft fur aile
r E Rmn[a, b] gilt:

.d(r) ;? .d(ro) + y . II r - ro II.

4. STETIGKEITSEIGENSCHAFTEN

Wie in der Theorie der Tschebyscheffapproximation einer emzlgen
Funktion fUhren wir nun einen Bestapproximationsoperator T ein, der dem
Paar (f+,j-) E OU[a, bJ die Menge aller Bestapproximationen aus R zu­
ordnet:

T(f+,j-) := {r E R I A(r) = PR(f+,j-)}.

Diese Menge kann leer sein. 1m FaIle R = Rmn[a, b] ist T(f+,j-) nicht
leer, wie man durch Ubertragung des Existenzsatzes fUr die Approximation
einer Funktion erkennt. Jedoch kann es auch in diesem Fall mehrere
Minimallosungen geben. Ein einfaches Beispiel dafUr ist folgendes:

In [0, 1] sollen die Funktionj+(x) = 1 - x undj-(x) == 0 durch Geraden
approximiert werden. Dann ist {I/2 - ex I 0 ~ e ~ l} die Menge der
Minimallosungen (Abb. 1).
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"-
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"-
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"-

"Abb.l

Maehly und Witzgall [11] haben als erste eine hinreichende Bedingung
fUr die Stetigkeit von Tbei der Approximation einer Funktion durch Elemente
aus Rmn[a, b] angegeben. Werner [14] zeigte, daB sie auch notwendig ist.
Spiiter hat Cheney [2] bestiitigt, daB diese Bedingung auch fUr Verallge­
meinerte rationale Approximation hinreichend ist. Zusammen mit Loeb
[6] zeigte er ihre Notwendigkeit.

1m folgenden wollen wir diese Bedingung verallgemeinern auf die Simultan­
approximation und fUhren dazu einen verallgemeinerten Begriff der
Normalitiit ein.

DEFINITION 4.1. (j+,f-) E OU[a,b] heiBtnormal, wennes ein ro E T(f+,f-)
gibt mit den Eigenschaften:

(1) TJ(P + roQ) = dim(P) + dim(Q) - 1

(2) ro wird durch eine Alternante charakterisiert.

Aus dem Eindeutigkeitssatz 3.2 folgt sofort

SATZ 4.1. 1st (j+,f-) normal, dann besteht T(f+,f-) aus genau einem
Element.

Falls f+ = f- ist, dann ist diese Definition der Normalitiit mit derjenigen
bei einer einzigen zu approximierenden Funktion identisch. In diesem Fall
ist die Eigenschaft (2) immer gesichert.

SATZ 4.2. 1st f+ = f- E Roder (f+, f-) normal, dann gibt es eine Umge­
bung U von (f+,f-) in OU[a, b], so daft T(g+, g-) '1= 0 fUr aUe (g+, g-) E U.
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Es existiert weiterhin eine Zahl f3 > 0, so daft fur roE T(1+,f-) und
rg E T(g+, g-) gilt:

Beweis. Wir wollen zuerst den zweiten Teil des Satzes beweisen. Dazu
machen wir zwei Fallunterscheidungen.

(a) j+ = j- E R: Dann ist ro = j+ = j- und es gilt:

II ro - rg 11 < lI(rg , 'g) - (g+, g-)II + II(g+, g-) - (1+,j-)11

< 211(1+,f-) - (g+, g-)II.

Wir konnen also f3 = 2 wahlen.

(b) (1+, j-) sei normal: Die Suche nach einer Minimallosung zu (g+, g-)
kann auf solche , E R beschrankt werden mit

II(g+, g-) - (r, r)11 < lI(g+, g-) - (ro , ro)ll.

Wegen des strengen Eindeutigkeitssatzes gilt fUr so1che r:

y /1 r - ro /I < II (f+,f-) - (r, r)l/ - /I (f+,f-) - (ro , ro)11

< 1I(1+,j-) - (g+, g-)1I + II(g+, g-) - (r, r)1I

- 1/(1+,j-) - (ro , ro)11
< 11(1+,f-) - (g+, g-»)) + I)(g+, g-) - (ro , '0)11

- 11(1+,j-) - (ro, ro)11

< 211(1+,1-) - (g+, g-)II.

Also gilt fUr r g E T(g+, g-):

II rg - ro II < 2y-1 11(1+,j-) - (gj, g-)I/.

Damit konnen wir f3 := 2y-l setzen.
Urn den ersten Teil des Satzes zu beweisen, sei ro = Po/qo und

II Po /I + /I qo II = 1. Die Zahl El := (1/2) minXE[a.b] qo(x) ist groBer als null.
Wir wahlen nun E2 > 0 so, daB aus

r = plq E R, l
11 p /I + 11 q II = 1, => /I q - qo /I < E1 •

11 r - ro II < E2 ,

Eine solche Zahl E2 existiert, denn nehmen wir an, es gebe eine Folge
{rk} = {Pklqk} in R mit

und
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dann folgt o.B.d.A. aus dem Satz von Bolzano-WeierstraB (wie im Beweis
von Satz 3.3): es existieren q E Q und pEP mit

(1) q(x)?: 0 in [a, b]

(2) II p - P7e II -+ 0 fur k -+ 00

(3) II q - qk II -+ 0 fUr k -+ 00.

Aus II rk - ro II -+ 0 fUr k -+ 00 folgt dann wegen

II Pk - roqk II = II qk(rk - ro)11 ~ II rk - roII

auch II Pk - roqk II -+ 0 fur k -+ 00.

Damit gilt wegen

lip - roq II ~ lip - Pk II + II Pk - roqk II + II rO(qk - q)11

die Beziehung P = roq. Nach Hilfssatz 3.2 ist dann q = qo und P = Po, im
Widerspruch zu II q - qo II ?: El •

Um den Beweis zu vollenden, sei nun

U:= I(g+, g-) E aUra, b] 111(/+,1-) - (g+, g-)II < ~ I
Dann erfUllt eine Minimallosung r g zu (g+, g-) E U, falls sie existiert, wegen
(a) und (b) die Bedingung

II rg - roII < E2 •

Wenn wir nun rg = pjq durch II P II + II q II = 1 normieren, folgt also:

II q - qo II < El •

Deshalb konnen wir uns bei der Suche nach einer Bestapproximation zu
(g+, g-) E U auf

Ir = ~ E Rill P II + Ilq II = 1, q(x) ?: El in [a, b]l
beschranken. Diese Menge ist kompakt in C[a, b] und enthiilt damit eine
Minimallosung zu (g+, g-) E U.

Es ist noch offen, ob die Bedingung in diesem Satz auch notwendig fUr die
Stetigkeit des Bestapproximationsoperators ist.

5. EINE VERALLGEMEINERUNG EINES VERFAHRENS VON CHENEy-LOEB

Cheney und Loeb [4] leiteten ein Verfahren zur Losung der rationalen
Tschebyscheffapproximation einer einzigen Funktion her, das nicht die
Existenz einer Alternante wie der Remez-Algorithmus benutzt. Da bei der
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Simultanapproximation zweier Funktionen f+ und f- tiber clem lntervall
[a, b] nicht in jedem Fall eine Alternante existiert, erscheint es sinnvoll zu
versuchen, ein Verfahren zu veraJlgemeinern, das nicht auf einer Alternante
beruht.

Es sei wieder (J+,j-) E OV(B) und P, Q, und R wie in 2. Wir wollen also
L1(a) = max"OEB {[ f(x) - rea, x)1 + Z(x)} beztiglich R minimieren (f und Z
wie in 1.4 bzw. 1.5). Bei der Suche nach einer MinimallOsung konnen wir uns
auf solche a E [Rn+m mit II a II <; 1 beschriinken. Dabei soIl

II a 11:= max I ai I sein.
l~i~n+m

Bei dem folgenden Jterationsverfahren sei der Ausgangsvektor a1 mit
II a1 II <; 1 so gewahlt, daB

q(a1, x) > 0 fUr aIle x E B.

Wir nehmen nun an, wir haben ak mit II ak II <; 1 und q(ak, x) > 0 fUr aIle
x E B bestimmt. Dann definieren wir fUr a E [Rn+m die Hilfsfunktion

0k(a) := sup {I f(x) q(a, x) - pea, x)1 + (Z(x) - L1(ak) q(a, x)}. (5.1)
XEB

Ok(a) ist eine in [Rn+m konvexe, also auch stetige Funktion (vgl. Collatz­
Wetterling [7, S. 77]).
Wir bestimmen nun einen Vektor bk+1E Il~n+m so, daB er die Funktion ok(a)
im Einheitswtirfe1 II a II <; 1 minimiert. Dies ist ein Problem der konvexen
Optimierung. Wir behaupten:

(ex) 1st q(bk+1, xo) = 0 fUr ein Xo E B oder 0k(bk+1) = 0, dann ist
(ak, .) Minimallosung zu (J+,j-) E OVeR).

Beweis. 1st q(bk+1, xo) = 0, so folgt aus (5.1):

ok(bk+l) ~ Ip(bk+1, xo)1 ~ 0.

Wegen

oiak
) = sup {q(ak, x)[1 f(x) - r(a k

, x)1 + Z(x) - Ll(ak)]} = °
XEB

ist 0k(bk+1) = 0, und wir brauchen nur noch fUr diesen Fall zu zeigen,
daB r(ak , .) Minimallosung ist: Nehmen wir indirekt an, es gebe eine bessere
Approximation a1s r(ak, '), z.B. reb, .). Dann ist L1(b) = L1(ak) - "1 mit
"1 > O. Weiterhin gilt:

ok(b) = sup {q(b, x)[lf(x) - reb, x)! + Z(x) - L1(ak)]}
XEB

= sup {q(b, x)[1 f(x) - reb, x)j + Z(x) - L1(b) - "ll}.
XEB
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Da es ein E2 > 0 gibt mit q(b, X) ~ E2 fUr aIle X E B, folgt:

oib) ~ -EIE2 < O.

Dies ist aber ein Widerspruch zu 0k(bk+1) = O.
Liegt also die Situation (0:) vor, dann setzen wir

fUr j = 1,2,...,

und das Verfahren ist beendet. AndernfaIls definieren wir

und wiederholen das Verfahren mit der Hilfsfunktion 0k+l(a) usw.
Fur dieses Verfahren gilt dann folgender Satz:

SATZ 5.1. L1(ak) konvergiert monotonfallendgegen die Minimalabweichung
PR(f+,f-). Die Konvergenz ist mindestens linear, d.h.

mit 0 ~ y < 1,

falls eine Minimallosung existiert.

Beweis. 1st q(ak+l, x) > 0 fUr aIle x E B und oiak+l) < 0, dann gilt fUr
aIle x E B:

If(x) - r(ak+l, x)1 + Z(x) < L1(ak)

und daher

Die Folge {L1(ak)} ist also monoton fallend und hat einen Grenzwert L. Wir
mussen nun zeigen, daB L = PR(f+,f-): Dazu nehmen wir indirekt an, L
sei nicht gleich PR(f+' f-). Dann existiert eine Funktion rea', .) E R mit
..::l(a') < Lund II a' Ii ~ 1. Es gilt nun:

ok(ak+l) ~ Sia') = sup {q(a', x)[lf(x) - rea', x)j + Z(x) - L1(ak))}.
a:eB

Wegen

I f(x) - rea', x)1 + Z(x) ~ L1(a') < L1(ak)

folgt also

8k(ak+l) ~ ok(a') ~ sup {q(a', x)[L1(a') - L1(ak))}
a:eB

= o:[L1(a') - L1(ak)),
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wobei

a := min q(a', x) > O.
;xEB

Ebenso erhiilt man:

o ); oiak+!) ); fJ sup {! f(x) - r(ak+!, x)j + Z(x) - ..:::l(ak)}
"'ED

wobei

fJ:= sup max q(a, x) > O.
lIall<l IJ:EB

Dann gilt:

..:::l(ak+l) - ..:::l(ak) :::;:; (l/fJ) ok(ak+l)

:::;:; (alfJ)[..:::l(a') - ..:::l(ak)].

Fur k ~ IX) folgt daraus:

o~ (a/fJ)[..:::l(a') - LJ.

147

Dies ist aber ein Widerspruch zu ..:::l(a') < L. Also ist L = PR(f+,f-).
1st reb, .) mit 1/ b 1/ ~ 1 Minimallosung zu (f+,j-), dann folgt die lineare

Konvergenz aus:

..:::l(ak+!) - ..:::l(ak) = ..:::l(ak+!) - PR(f+,f-) + PR(f+,f-) - ..:::l(ak)

~ (cxl/fJ)[PR(f+,j-) - ..:::l(ak)J,

wobei

a l := min q(b, x).
;xEB

Durch Umschreiben erhiilt man namlich:

Dabei ist 0 ~ 1 - al/fJ < 1.

Bemerkung. Da die Vektoren ak beschrankt sind, existiert eine Teilfolge,
die gegen einen Vektor bE Rn+m konvergiert. Bei rationaler Polynom­
approximation tiber dem Intervall [a, bJ konnen wir zeigen, daB reb, .)
Minimallosung der vorgeschriebenen Form ist, wenn man zuvor gemeinsame
Faktoren in Zahler und Nenner ktirzt.

Falls (f+'f-) E aUra, bJ normal ist, dann kann man tiber die Konvergenz
der Funktionen r(ak , .) folgendes aussagen.
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SATZ 5.2. 1st (f+,f-) EO OU[a, b] normal, dann konvergieren die Funk­
tionen r(ak, .) aus dem oben beschriebenen Verfahren linear gegen die Minimal­
16sung ro von (f+,f-):

11 r(ak, .) - ro II ~ AlIk - 1 mit 0 ~ II < 1.

Beweis. Aus dem strengen Eindeutigkeitssatz und aus (5.2) fo1gt:

II r(a k , .) - ro II ~ y-I[..::::J(a k ) - PR(f+,j-)]

~ y-l (1 - ~ t-l

[..::::J(al ) - PR(f+,j-)].

Mit lI:= (1 - CiI /(3) und A:= y-I[Ll(al ) - PR(f+,j-)] ergibt sich die
Behauptung.
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