JOURNAL OF APPROXIMATION THEORY 9, 126-148 (1973)

Uber rationale Tschebyscheff-Approximation
mehrerer Funktionen*

HANS-PETER BLATT

Institut fiir Angewandte Mathematik I der Universitdit Erlangen-Niirnberg, 852 Erlangen,
Martensstrafe 1, Deutschland

Communicared by G. Meinardus

Received July 15, 1971

B sei ein kompakter Raum und S(B) der lineare Raum der auf B
beschrinkten, reellwertigen Funktionen. Durch || f|| := sup,ep | f(x)| wird
S(B) ein normierter Raum. C(B) sei die in S(B) liegende Teilmenge der
stetipen Funktionen, V eine Teilmenge von C(B).

In [1] wurde die Tschebyscheff-Approximation einer Menge von gieich-
miBig beschrinkten, komplexwertigen Funtionen durch Funktionen aus V
auf die Approximation einer oberhalbstetigen Abbildung H: B — A(C)
zurlickgefiihrt (B muBte zusitzlich das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillen).
Dabei bedeutet, falls X ein topologischer Raum ist,

H'(X):={EC X | Ekompakt und E # @}.

AuBerdem heiBt fiir topologische Riume X und Y eine Abbildung
H:X-— X (Y) oberhalbstetig in x € X, wenn zu jeder in Y offenen Menge G
mit H(x) C G eine Umgebung U von x existiert, so daB H(U)C G ist. Unter
H(FE) verstehen wir dabei fiir £ C X die Bildmenge

H(E):= {ye Y |es gibt ein x € E mit y € H(x)}.

Aus der Definition von A in [I] ist natiirlich klar, da man sich auf
die Approximation einer oberhalbstetigen Abbildung H: B — A (R)
beschriinken kann, falls alle betrachteten Funktionen, wie in unserm Fall,
reellwertig sind. Anderseits beweisen Diaz und McLaughlin in [8] fiir
metrisches B, daB man sich auf den Fail der gleichzeitigen Approximation
einer oberhalbstetigen Funktion f*: B — R und einer unterhalbstetigen
Funktion f~: B — R mit f+(x) > f(x) fiir alle x ¢ B zuriickziehen kann
(vgl. Rémés [13], Golomb [10], Dunham [9]). Dabei heifit eine Funktion
f: B— R oberhalbstetig (unterhalbstetig) in x € B, wenn zu jeder reellen

* Zweiter Teil der am Institut fiir Angewandte Mathematik der Universitit des Saarlandes
in Saarbriicken angefertigten Dissertation des Verfassers [1970).
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APPROXIMATION MEHRER FUNKTIONEN 127

Zahl h > f(x) (B < f(x)) eine Umgebung U von x existiert mit f(z) < &
(f(z) > k) fir alle ze U.

Wir betrachten daher zundchst zwei formal verschiedene Aufgaben-
stellungen:

(A1) Zu der oberhalbstetigen Abbildung H : B — X (R) suchen wir
ein Element v, € V der Art, dal

sup d(vy(x), H(x)) < sup d(v(x), H(x))

fiir jedes Element v € V.
Dabei setzten wir d(v(x), H(X)) 1= SupP,en(z | t{x) — z |.

(A2) Zu der oberhalbstetigen Funktion f+: B— R und der unter-
halbstetigen Funktion f~: B— R mit f*(x) = f~(x) fiir alle xe B
suchen wir ein Element v, € V' mit

max{]l f* — voih, i~ — v} <max{j|f*t —¢!,\f~—0vi}
fiir jedes ve V.

Im ersten Teil wird gezeigt, wie man beide Aufgaben ineinander iiberfiihrt.
Auf diese Weise konnen wir uns auf die fiir den reellen Fall angemessenere
Aufgabenstellung (A2) beschrinken und schon bekannte Ergebnisse aus [1]
verwenden. Uber Charakterisierungssitze, die sich aus entsprechenden in
[1] ergeben, gelangt man iiber einem Intervall zu der Charakterisierung einer
Minimallésung durch eine Alternante oder einen “Straddlepunkt” (Dunham
[9] fiihrte diese Bezeichnung ein). Fiir die Eindeutigkeit dieser Minimallésung
ist die Existenz einer Alternanten einer bestimmten Linge hinreichend, ein
Ergebnis, welches eine Verallgemeinerung eines Eindeutigkeitssatzes von
Cheney und Loeb [2] darstellt. Mit Hilfe des strengen Eindeutigkeitssatzes
zeigen wir, dall der Bestapproximationsoperator, der jedem (f+, f-) die
Menge der Minimallosungen zuordnet, stetigist bei (f+, f ), falls f* = f-e V
oder (f+,f) normal ist (Definition 4.1). Zur konstruktiven Berechnung
der Simultanapproximation verallgemeinern wir ein linear konvergierendes
Verfahren von Cheney und Loeb [4], das auf der konvexen Optimierung
beruht.

1. REELLE SIMULTANAPPROXIMATION

Zuyerst wollen wir noch einige Bezeichnungen einfiihren:

max d(v(x), H(x)) bei Aufgabe (Al)

Aw) = ot e - — vl} bei Aufeabe (A2)

640/9/2-3
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. {{xe B|d@(x), H(x)) = 4(v)} bei Aufgabe (Al)
" Ux e Bl max{] f*(x) — o(x)}, | f~(x) — v(x)}} = 4(v)}
bei Aufgabe (A2)

M(v)

Unter der Minimalabweichung verstehen wir bei (Al) die Zahl
py(H) = inf 4@),
bei (A2) bezeichnen wir sie mit py(f+, f).

D[H,v] :={(x,2)eB X R|ze H(x) und lo(x) — z | = 4(v)}.

Wenn S eine Teilmenge eines linearen Raumes ist, dann bezeichnen wir
mit conv(S) die konvexe Hiille von S.

AuBerdem benutzen wir die Abkiirzung 0.B.d.A. fiir “ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit”.

Wir wollen uns zunidchst mit der Aufgabe (A1) beschiftigen, also eine
oberhalbstetige Abbildung H : B — X (R) beziiglich V approximieren. In
diesem Fall konnen wir die Aufgabe auch folgendermaBen umschreiben:

max d(v(x), H(x)) = max max | o(x) — z|,
= max max{] v(x) — f*(x)}, [ o(x) — f~x)[}
= max{l[f* — vl |{[f~— v}

Dabei sind die Funktionen f+ und 7~ fiir x € B definiert als:

fHx) 1= max z, (1.1)
()= min z, (1.2)

und haben deshalb die Eigenschaft:

ft(x) = f-(x) furalle xe B.

HiLrssaTz 1.1.  f+ wie in (1.1) ist eine oberhalbstetige Funktion.

Beweis. Sei x,¢ Bund h > f*(x,). Setzen wir € := h — f*(x,), dann ist
G:=]— e+ f~(x), fH(xy) + €[ eine offene Umgebung von H(xy) in R.
Also existiert eine Umgebung U(x,) mit H(x) C G fiir alle x € U(x,). Damit
ist f1(x) € G fiir alle x € U(x,), d.h. fH(x) < h fir alle x € U(x,).

Ganz analog beweist man

HitrssATZ 1.2.  f— wie in (1.2) ist eine unterhalbstetige Funktion.
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Unser Spezialfall der Aufgabensteliung (A1) ist also iibergefithrt zu der
Aufgabe (A2). Wir fassen das Ergebnis zusammen zu

Satz 1.1. Ist C(B) der lineare Raum der auf dem kompakten Raum B
stetigen, reellwertigen Funktionen, V C C(B) und H : B — #(R) oberhalb-
stetig, dann sind folgende Aufgaben dquivalent:

(¢) Minimiere max,.p d(v(x), H(x)) beziiglich V!
(B) Minimiere max{||f* — vl, || f~ — v} beziiglich V!

Dabei werden f+ und f~ durch (1.1) bzw. (1.2) definiert und haben die Eigen-
schaft: fH(x) = f~(x) fiir x € B. Dariiberhinaus ist f+ oberhalb- und f— unter
halbstetig.

Gehen wir nun umgekehrt von der Aufgabenstellung (A2) aus, dann
definieren wir

H(x) 1= [f~(x), f+(x)] for xeB. (1.3)

H ist eine oberhalbstetige Abbildung von B in #'(R) und es gilt fiir alle
vel:

max{]l f+ — vl || f~ — v} = max d(v(x), H(x)).
Also ergibt sich

Satrz 1.2. Ist C(B) der lineare Raum der auf dem kompakten Raum B
stetigen, reellwertigen Funktionen, V C C(B), f+ eine auf B oberhalbstetige
und f— eine auf B unterhalbstetige Funktion mit f +(x) = f~(x) fiir x € B, dann
sind dquivalent:

(@) Minimiere max{)|f+ — v|, || f~ — v ||} beziiglich V!
(B) Minimiere max,.p d(v(x), H(x)) beziiglich V!
Dabei wird H durch (1.3) definiert.

Wir beschrinken uns daher im weiteren Verlauf auf die fiir den reellen
Fall angemessenere Aufgabenstellung (A2). In S(B) x S(B) fiihren wir durch

I/, gl = max{jifi, || g It
eine Norm ein. Mit O(B) bezeichnen wir die Menge der auf B oberhalbstetigen

Funktionen, mit U(B) die Menge der auf B unterhalbstetigen Funktionen.
Weiter setzen wir

OUB) := {(f*,f) € O(B) X UB)| f+(x) = f(x) fiir xe B}
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Da OU(B) CS(B) x S(B), konnen wir die Aufgabenstellung (A2) auch so
formulieren:
Zu (f*, f~) € OU(B) ist ein Element v, & V gesucht mit
W) — @os vl = I(fH — v, [~ — vy)l
SIS —ofm =il =%~ (@)

fir alleve V.
Wir kénnen die Aufgabe (A2) noch etwas umschreiben, indem wir fiir
xeB

J(x) = (f7(x) + f(x))/2 (L4
Z(x) := (fH(x) — f~(x))/2 setzen. (1.5)

Also ist Z(x) > 0 in B und es gilt:
max{] f+ — ol 1~ — ol = max(| f() — v(I] + Z}. (1)

Diese Umschreibung werden wir in einigen Sitzen und Definitionen benutzen.
Als erste Anwendung von (1.6) ergibt sich sofort:

Satz 1.3, py(f*,f) =1 Z].

2. CHARAKTERISIERUNG DER MINIMALLOSUNG BEI
RATIONALER SIMULTANAPPROXIMATION

Wir wollen die reelle Simultanapproximation noch weiter spezialisieren
und jetzt die rationale Simultanapproximation betrachten:
P = span(y, , U, ,..., u,,) sei ein n-dimensionaler und

Q = span(Uyy ; Upig seer Unym) €0 m-dimensionaler Unterraum des reellen
linearen Raums C(B). Die Menge der Approximationsfunktionen ist dann

pla, ) - i1 Qs
q(a, ) Z:‘:ﬂl a;u;

R:=r@a, ) = g(a, x) > 0 fiir alle x € By.

Dabei ist a = (a,, @3 ,-.., Apim) € R*t™, Damit R nicht leer ist, setzen wir
zusitzlich voraus, daB @ mindestens eine Funktion enthilt, die in ganz B
grofer als null ist. Sind nun r{a, ) und r(b, ") aus R, und setzt man
at) := a + t(b — a), so wird

Ha(?), x) = (1 — 1) p(a, x) + tp(b, x))/((1 — 1) q(a, x) + 1q(b, x))-
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Fiir 0 < ¢ < 1 gehort r(a(t), -) zu R und mit
g(x, 1) 1= q(b, x)/((1 — 1) q(a, x) + 1q(b, x))
wird
r(a(t), x) = (1 — 1g(x, 1)) r(a, x) + 1g(x, ) r(b, x).

Also ist R asymptotisch konvex (Meinardus und Schwedt [12]), a(z) im
Punkt 0 Fréchet-differenzierbar und a(0) = a. Dariiberhinaus ist die Para-
metermenge A, in der a variieren kann, offen in R*+™, Jedes Element r(a, -)
aus R besitzt eine Fréchet-Ableitung nach @, ndmlich

n+m .
Flb;a,] = ¥ b,.ﬁr—%—) fiir b e R,
i=1 t

Setzen wir

or(a, *) or(a, -))

grad r(a, -) := ( 2a. " Pa,.
n+m

dann kdnnen wir mit dem Skalarprodukt {. > schreiben:
Flb; a, -] = <{b, grad r(a, *)). (2.1)

Fiir spitere Zwecke wollen wir grad r(a, *) noch ausrechnen:

U . ¢
ore) _Vqay T IT bR
oa; — 5((5’ ..))2 u; fir i=n+1,.,0-+m,
also
1
grad r(a, ) = m (u1 seves Up 5 ‘“r(a’ ) Upiy geees "r(a’ ) un+m)- (22)

Zur Abkiirzung wollen wir in Zukunft auch 9(a) anstatt M(r(a, -)) und 4(a)
anstatt A(r(a, *)) fiir r(a, -) € R schreiben.

Satz 2.1. r(a,-) € R ist genau dann eine Minimallosung zu (f+, f~) € OU(B),
wenn fiir jedes r(b, -) € R ein x € M(a) existiert mit

(f(x) — r(a, x))(r(b, x) — r(a, x)) <O
(f wie in (1.4)).
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Beweis. Wir definieren H wie in (1.3).

(a) Notwendigkeit. Nach Satz 1.2 ist r(a, -) Minimallysung fiir H, also
existiert nach Satz 3.5 in [1] ein

(x, 2)e DIH, r(a, )] mit (z — r(a, x))(rb, x) — r(a, x)) < 0.
Dabei ist z = f+(x) oder z = f~(x).
1) z = fHx):
Dann ist | f~(x) — r(a, x)| < | f+(x) — r(a, x)| und aus

Jx) = ra, x) = (f*(x) — r(a, x))/2 + (f~(x) — r(a, x))/2

folgt sgn(f(x) — r(a, x)) = sgn(f+(x) — r(g, x)). Daraus ergibt sich fiir
x € M(a):

(f(x) — r(a, x))(r(b, x) — r(a, x)) < 0.

(2) z = f(x):
Dannist | f+(x) — r(a, x)} < | f(x) — r(a, x)| und

sgn(f(x) — r(a, x)) = sgn(f~(x) — r(a, x)).

Daraus folgt wieder die Behauptung.
Wie in [1] ist dabei sgn h als -1 oder —1 wihlbar, falls 2 = 0 ist.

(b) Hinldnglichkeir. Sei also x € M(a) mit
(f(x) — rla, x))(rb, x) — r(a, x)) <0

oder
(f+(x) —2 r@,x) | f7x) —;2 r(a, x)) (r(b, x) — r(a, x)) < 0.

Ist nun | fH(x) — r(a, x)| = 4(@) und | f~(x) — r(a, x)| < 4(a), dann ist
(x, z) 1= (x, f*(x)) € D{H, r(a, -}] mit

(z — r(a, X)), x) — r(a, x)) <O0. (2.3)
Ist | fH(x) — r{a, x)| < |f~(x) — r(a, x)| = 4(a), dann erfiillt
(x, 2) := (x,f~(x)) € D[H, r(a, )}
die Ungleichung (2.3). Falls dagegen
4@ = | fH(x) — r(a, x)| = [ f~(x) — r(a, x)|
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ist, dann erfiillt entweder (x, z) := (x, f~(x)) € D[H, r(a, )] oder (x,z):=
(x, f*(x)) € D[H, r(a,’)] die Relation (2.3). Nach Satz 3.2 in [1] ist damit
r(a, -) Minimallésung zu H, also auch zu (f+, /).

Als nichsten Satz 146t sich die Charakterisierung mit der Fréchet-Ableitung
(Satz 3.11 in [1]) iibertragen.

Sa1z 2.2. r(a, ') € R ist genau dann eine Minimallosung zu (f+, f ) OU(B),
Jalls fiir jedes b € R**™ ein x € M(a) existiert mit

(f(X) - r(a, x))<b’ grad r(a: X)> < 0.

Der Beweis dieses Satzes verlduft analog wie beim vorigen Satz.

Satz 2.3. r(a, ‘) € Rist genau dann eine Minimallosung zu(f+, f -} OU(B),
Jalls 0 € conv(S"). Dabei ist S" := {(f(x) — r(a, x)) grad r(a, x)| x € M(a)}.

Beweis. 'Wir definieren wieder H wie in (1.3).

(@) r(a, -) sei Minimallosung zu (f+, f~) € OU(B). Da dann r(a, -} auch
Minimalldsung zu H ist, liegt nach Satz 3.10 in [1] der Nullvektor in conv(S")
mit

S” = {(Z - r(a3 x)) grad r(aa x)! (x3 Z) € D[Hs r(as ‘)]}’
Wir machen nun zwei Fallunterscheidungen.

(1) Es gibt ein x € B mit (x, f+(x)) und (x, f~(x)) aus D[H, r(a, )]:
Dann ist f(x) — r(a, x) = 0, also 0 € conv(§").
(2) Es gibt kein x € B mit (x, f+(x)) und (x, f ~(x)) aus D[H, r(a, )]:
Nach dem Satz von Carathéodory [3] gibt es k Punkte (x,, zy),..., (x5, z3)
in D[H, r(a, -)] mit

k

0 = ) oz; — r(a, x,)) grad r(a, x;).

i=1

Dabei ist k <n+4+m+1, a; >0 fiir i=0,..,k und Yoo, = 1. Da
sgn(z; — r(a, x;)) = sgn(f(x;) — r(a, x;) ist, gibt es Zahlen B; > 0 mit

ke

Y aBif(x;) — r(a, x,)) grad r(a, x;) = 0.

i=1

Setzen wir y; = 0‘:'/33‘/2?:1 o fiir j = 1,..., k, dann ist y; > 0 und Z;;l yi=1.
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AuBerdem ergibt sich:

k
0= 3 ydf(x) — r(a, x)) grad r(a, x,),

also 0 € conv(S’).

() O econv(S).

(1) f(x) — r(a, x) = 0fiir ein x € M(a):

Dann ist r(a, ) Minimaliésung zu (f+, ).

(2) f(x) — r(a, x) # 0 fiir alle x € M(a):

Nach dem Satz von Carathéodory existieren wieder &k <n +m + 1
Punkte Xy, X, ,..., x5 in Va) mit 0 = iy a(f(x;) — rla, x,) grad r(a, x,),
o; >0 fiir i = 1,..., k und 250:1 a; = 1. Nun gibt es Zahlen §; > 0 und
z;eR (= 1,.,k) mit z; —r(a, x;) = Bz(f(xz) —r(a, x;)) vnd (x;,z;)€
DIH, r(a, )}. Also gilt

(z; — r(a, x;))
0= 2T D 2d)

Setzen wir y; 1= a/B; ZLI a;/B: , dann ist y; > O und Z;;l y; = 1. Wieder
erhalten wir

grad r{a, x,).

&
0= z yi(z; — r(a, x;)) grad r(a, x;),
im1

also 0 € conv(S"). Nach Satz 3.12 in [1] ist dann r(a, ©) Minimallosung zu H
und damit auch zu (f, /).

Bemerkung. Gilt fiir ein x € M(a) die Beziehung f(x) — r{a, x) = 0, dann
liegt r(a, x) genau in der Mitte zwischen f+(x) und f-(x). Einen solchen
Punkt nennt Dunham [9] einen ““Straddlepunkt”.

Wir wollen jetzt noch einige Bezeichnungen einfihren.

DEerFINITION 2.1, Ein n-dimensionaler Unterraum von C(B),der g,, g5 ,.-, 25
als Basis besitzt, heiBt ein Haarscher Unterraum, wenn fiir jede Wahl von n
verschiedenen Punkten x,, x,...., x, in B die Determinante der (n X n)-
Matrix (f;(x;)) verschieden von null ist.

Im folgenden sei B das reelle Intervall [a, b]. Ist M ein endlichdimensionaler
Unterraum von Cla, b], dann setzen wir n(M) := maximale Dimension
eines Haarschen Unterraumes von M, v(M):= 1 -+ groBBte Anzahl von
Vorzeichenwechsel, die Elemente von M haben konnen.
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Wir wollen fiir B = [a, b] die Bestapproximation durch eine Alternante
oder einen Straddlepunkt charakterisieren.

DerINtTiON 2.2, (f*, f—, r(a, -)) besitzt eine Alternante der Ldnge k,
falls k Punkte ¢ < x; << x, < -+ << x;, < b existieren mit

D x, e firi =1,2,..,k
2) sgn{f(x;) — r(a, x)) = (— 1Y eflr 1,2,.., k.

Dabei ist ¢ = -1 oder e = —1 und f wie in (1.4).
Wir brauchen weiterhin einen Hilfssatz von Goldstein, der die Theorie
der konvexen Mengen mit der Alternantenbedingung verkniipft.

Hivrssatz 2.1, Ist gy, g2 ..., &n eine Basis eines Haarschen Unterraums
in Cla, b} und liegt 0 in der konvexen Hillle der Vektoren A(®(xp),..., A,®(x,),
wobeialle A; # 0, ®(x) = (g1(x),., gu(x)Dunda < xy < x; < =- < x, < b
sind, dann alternieren die A; im Vorzeichen.

Beweis. Vgl. Cheney und Loeb [5].

Satz 2.4. Wenn (f+, f~, r(a, -)) eine Alternante der Linge
1+vP+r@ )0

oder einen Straddlepunkt besitzt, dann ist ¥(a, ) Mimimallosung zu
(/. /)= OUla, b].

Falls r(a, ") Minimallisung ist zu (f*,f~)eOUla, b], dann besitzt
(f+,f~, r(a, *)) eine Alternante der Ldnge 1 4 n(P + r(a, -) Q) oder einen
Straddlepunk:.

Beweis. (a) Falls ein Straddlepunkt vorliegt, ist r(a, *) natiirlich
Minimallosung. Wir wollen also jetzt voraussetzen, {(f, f-, r{a, -)) besitze
eine Alternante der Lange 1 + v(P + r(a, -) Q) und es liege kein Straddle-
punkt vor: Wenn wir annehmen, r(a, -) sei keine Minimallésung, dann gibt
es nach Satz 2.1 ein r(b, ) € R mit (f(x) — r(a, x)Xr(b, x) — r(a, x)) > 0
fiir alle x € M(a). Da nun f(x) — r(a, x) an v + 1 aufeinanderfolgenden
Stellen in [a, b] abwechselndes Vorzeichen besitzt, gilt dies auch fiir
r(b, x) — r(a, x). Dann muB aber r(b, x) — r{a, x) mindestens v Vorzeichen-
wechsel in [a, b) haben. Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition von .

(b) r(a, ) sei Minimallosung zu (f+, f-) € OUla, b]: Nach Definition von
7 existiert ein Haarscher Unterraum von P -+ r(a, -) Q@ der Dimension
7P + r(a, ) Q). Ist gy, g3 ,-.., 8, cine Basis dieses Unterraums, dann setzen
wir Ga, x} = (g1(x),..., £,(x)). Nach Satz 2.3 liegt 0 in der konvexen Hiille
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von{(f(x) — r(a, x)) grad r(a, x)| x € M(@)}. Da g(a, x) > 0 in [a, b] ist,
folgt aus (2.2) und dem Satz von Carathéodory:

0 € conv({f(x) — r(a, x)) (a, x)| x € M(a)})

Wir machen nun zwei Fallunterscheidungen:
(1) Es gibt ein x € Yi(a) mit f(x) — r(g, x) = 0:
Dann ist x Straddlepunkt und die Behauptung bewiesen.
@) f(x) — r(a, x) # 0 fiir alle x € M(a):

Nach dem Satz von Carathéodory existieren k 4- 1 Punkte a < x, <
X < o < xp < b in M(a) mit

(@ k<n

k

® 0= Z al(f(x)) — ra, x;)) G(a, x;)
i=0
und oy > Ofiiri = 0, 1,.... k, Thq o = 1.
Da g, ,..., 8, einen Haarschen Unterraum aufspannen, mull nun k& > 9
sein. Also ist £ = 7 und nach Hilfssatz 2.1 haben die Zahlen f(x;) — r(a, x;)
alternierendes Vorzeichen, d. h. es gibt eine Alternante der Linge

1+ 9P ra ) 0).

Bemerkung. Falls bei einer Minimallosung ein Straddlepunkt vorliegt,
kann dennoch eine Alternante existieren.

Betrachten wir als Spezialfall fiir R die Menge R,,"[q, b], d. h. die Menge
der rationalen Funktionen p/q, wobei p ein Polynom <(n-ten Grades und ¢
ein Polynom <m-ten Grades ist mit g(x) > 0 in [, b}, dann ist P + rQ fiir
jedes r € R,*a, b] ein Haarscher Unterraum. In diesem Fall sind aber auch
die Zahlen v und v gleich und es gilt, falls p und ¢ teilerfremd sind:

v(P -+ (p/q) Q) = n(P + (p/q) @) = 1 + max{n + 8q, m + &p}

(vgl. Cheney [2]). Dabei bezeichnen wir mit dp bzw. éq den Grad der Poly-
nome p bzw. g.
Wir erhalten also aus Satz 2.4:

FOLGERUNG 2.1. ry = p/q (p und q teilerfremd) ist genau dann eine
Minimallosung zu (f*, f~) e OUla, b] beziiglich R,™a, b, wenn (f*,f—, ry)
eine Alternante der Linge 2 + max{n + dq, m -+ 0p} besitzt oder ein Straddle-
punkt vorliegt.
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3. FINDEUTIGKEIT BEI RATIONALER SIMULTANAPPROXIMATION

Als Spezialisierung von Satz 3.16 aus [1] auf rationale Simultanappro-
ximation erhalten wir:

Satrz 3.1. Ist rye R eine Minimallosung zu (f*,f~)e OU(B) und ist
P + ryQ ein Haarscher Unterraum, dann ist ry eindeutig bestimmt, falls kein
Straddlepunkt existiert.

Wir konnen diesen Satz etwas verschirfen, falls B = [q, b] ist.

SAatz 3.2, Ist roe R eine Minimallosung zu (f*,f)eOUla, b] und
P + ryQ ein Haarscher Unterraum, dann ist r, eindeutig bestimmt, falls eine
Alternante der Léinge 1 4 7(P + rQ) existiert.

Den Beweis wollen wir unter Anwendung des folgenden Hilfssatzes fiihren,
den wir spéter noch einmal bendtigen.

HiLrssatz 3.1. Sei r(a, -) € R eine Minimallosung zu (f+, f~) € OU{a, b,
die eine Alternante der Léiinge 1 + n(P + r(a, ) Q) besitzt, d. h. es existieren
Punkte

<Xy <X < <x,<b
mit
(1) x;€eMa) firi =0,...,7m
2 sgn(f(x) —r(a, x)) = (—1iefiri=0,..,7
(e == +1 oder e = —1). Weiterhin sei pg(f*,f~) > O und P + r(a, -) Q ein
Haarscher Unterraum. Dann ist 0 die einzige Funktion g aus P + r(a, ) Q mit
(—Die-glx) =0 fir i=0,.,7.

Beweis. Wir setzen

Sit(x) = fH(x), falls (—1)Ye=1
und
fr(x) = f(x), falls (—1)ie= —1.

Auf allen tibrigen Punkten von [a, #] definieren wir f;*(x) und f;~(x) durch
r(a, x). Es ist leicht zu verifizieren, daB f;* eine oberhalbstetige und £, eine
unterhalbstetige Funktion ist mit fi*(x) > f;~(x) fir alle x € [a, b]. Nach
Konstruktion bilden die Punkte x,, x;,..., X, eine Alternante von
(it fi,r(a, 7). Da P + r(a, ) Q ecin Haarscher Unterraum ist, gilt
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n(P + r(a, -) Q) == v(P 4 r(a, -) Q). Deshalb ist nach Satz 2.4 r(a, -) Minimal-
losung zu (fi*, fi7). Nach Satz 2.3 ist dann der Nullvektor in der konvexen
Hiille der Menge

{(filx) — r(a, x;)) grad r(a, x;)| i = 0, 1,..., }

enthalten. Da fi(x;) — r(a, x;) # 0fiiri =0, 1,..., y und sgn(fi(x;) — r(a,x,)) =
sgn( f(x;) — r(a, x;)), ist 0 in der konvexen Hiille von {(—1)’ € grad r(a, x,)|
i =0, 1,..., 7} enthalten, also
0= af—1)egradr(a, x;) mit
i=0

3.D
n
(e %] 2 0 fi.lr = 0, 1,...,7) und Z Ay == 1

=0

Wegen der Haarschen Bedingung miissen alle «; > 0 sein. Aus (3.1) folgt
fiir jedes ge P+ r(a, -) Q mit g 5= 0:

0= 3 aul—~1) eglx) Sz oy

=0

Nun konnen wegen der Haarschen Bedingung hochstens  — 1 der Zahlen
g(x;) verschwinden. Deshalb ist mindestens eine der Zahlen (—1)* eg(x;)
positiv und eine negativ.

Beweis von Satz 3.2. (@) pp(f*,f) = 0: Dann ist ry = f+ = f-.

(b) pr(f*.f7) > 0: Ist r = p/q eine weitere Minimalldsung zu (f+, ),
dann gehoért die Funktion g(r — rg) zu P 4 rQ und es gilt:

qr —ro) = ql(f — r)) — (f — )}
Also gilt fiir alle Alternantenpunkte x, ,..., x,, von (f+, f~, ry) wegen
I(f = ro)(x)l = 1(f — r)(x)]
die Beziehung
(— 1) eq(x)(r — ro)(xs) = (— 1) eq(eII(f — ro)x)) — (f — )(x)] = 0
Nach dem vorhergehenden Hilfssatz gilt dann:
r=r,.

Bevor wir ein Analogon zum strengen Eindeutigkeitssatz von Cheney (2, 3]
angeben, wollen wir einen Hilfssatz von Cheney [3] anfithren.
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HILFSSATZ 3.2. Seiry = po/q, ein Element von R (R iiber [a, b] betrachtet)
mit dim(P + ry@) = dim(P) -+ dim(Q) — 1.
Wenn nun fiir p € P und q € Q gilt

@ lpl+nrglh=Illpoll + 1l goll,
(2) p = "oqa
3) q(x) = 0in|[a,b],

dann ist p = pyund q = q, .
Beweis. Vgl. Cheney {3, S. 165].

Satz 3.3 (Strenger Eindeutigkeitssatz). Seir, = p,/q, € R eine Minimal-
losung zu (f+, f~) € OUla, b] mit einer Alternante der Linge 1 + n(P + ryQ).
Wenn jetzt n(P + ryQ) = dim(P) + dim(Q) — 1 ist, dann existiert eine
Konstante y > 0, so dap fiir alle r € R gilt:

A@r) = dr)) + ylir —roll
Beweis. Wir machen zwei Fallunterscheidungen.
(@) pr(ft,f) = 0: Dann gilt
AR) =Wfr—rf=—nl 2l —ro,r —rdl —l(f* — ro, [~ — 1l

=[r—roll
Also ist y = 1.
) pr(f*,f7) > 0: Zu jedem r € R mit r 5 r, definieren wir:
Yr) = (A(r) — A@ )/l r — 1ol (32

Wir miissen nun zeigen, daB 0 kein Haufungspunkt von y(r) ist. Dazu
nehmen wir indirekt an, es gebe eine Folge {r;} in R, so daf

D) r#rfirk=1,2,..,
2) v(ry) — 0 fiir k — co.

Weiter sei r, = pi/q, mit p, € P, g, € Q und g,(x) > 0in [a, b]. Wir kénnen
annehmen, daf

Ipell +gell =1  fir k=0,1,2,...

Setzen wir
n m
Dx = Z D‘l(lk)uv ’ qr = z Bl('k)un+v
ve=l y=1
n m
M = H}‘ll'l Z o, |l M2 = nlﬁin Z Bvu‘n+v s
14

=1 v =]
Iplayl=1 " =P8l "
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dann ist g; > 0 und p, > 0 und es gilt:
| | < Wl pell < Uy fiir v = 1,2,.,n und
1B < Updli gl < e  flir v =1,2,5m

Da also | a!® | fiir v = 1,..,n und &k = 1, 2,...,und | B¥ | fiir v = 1,..., m
und k = 1, 2,..., beschrdnkt sind, existiert also eine konvergente Teilfolge
von { p,} und eine von {q,}.

Wir nehmen 0.B.d.A. an:

Pr—>DPEP fiir k> o
gy > q€Q fir k— oo.
Sei nun y(r;) < 4, dann gilt wegen (3.2):

lre —roll = ll(re — 1o, e — ro)l
S =ros fm =l + I —res /7 — ol
2t = ro f~ = rdll -+ 2 lme — roll
oder

Ire —roll < AUS*T —ro, f7— 1)l

Also ist || ry, — ro || hiermit beschrinkt fiir k = 1, 2,.... Wir wollen jetzt zeigen,
daB p = rygist: Seia < x, < x; < -+ < x, < b Alternante zu (f+, f—, ry),
also x; € M(ry) und sgn(f(x;) — ro(x)) = (— 1 efiiri =0, 1,..., 9 (e = +1
oder € = —1). Dann gilt fir / = 0, 1,..., 9

y(ro)ll 1, — roll = A(ry) — A(ry),
= (— 1) e(f — r)(x) + Z(xi) — (—DF (f — ro)(x) — Z(x4)
= (—1) (ry — ri)(x,)

ro(xs) qilx:) — pa(x:) ) 3.3)

= (=1 2:05)

Durch Grenziibergang k& — oo folgt fir i = 0, 1,..., n:
(=1 e(p — rog)(x;) = 0.

Aus Hilfssatz 3.1 folgt nun p = r,g und aus Hilfssatz3.2p = p,und ¢ = ¢, .
Da gi(x) > 0 fiir x € [q, b, existiert ein & > 0 mit gy(x) > 28 in {a, b].
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Wir konnen also o0.B.d.A. annehmen, daB g¢,(x) > 6 ist in [a, b] fir
k =1,2,.... Nun sei

c:= inf max (—1) eg(x,).
peif  max (—1) eg(xy)
figl=1

Da das Infimum angenommen wird, ist nach Hilfssatz 3.1 ¢ > 0. Aus der
Definition von ¢ und Ungleichung (3.3) folgt, dab ein Alternantenpunkt
x(j = j(k)) existiert mit:

(—1) e(rogr, — Pi)(x;)/q:(x;)

vl ro — rell =
= (—1Y e(rogr — Pr)(x))
=
>

¢l roqi — Pill

edliry — 1yl

Dar, # ryist fir alle k und y(r;;) — O fiir k£ — oo, fiihrt dies zu einem Wider-
spruch.

FOLGERUNG 3.1. Ist ry = po/qo € Rpy"[a, b) Minimallosung zu (f+,f-) €
OUla, b] mit einer Alternante der Linge n + m + 2, p, und q, teilerfremd und
min(n — dp,, m — 8q,) = 0, dann gibt es ein y >0, so daf fir alle
re R,"a, b gilt:

A@r) = A(r)) +y - |7 — roll.

4. STETIGKEITSEIGENSCHAFTEN

Wie in der Theorie der Tschebyscheffapproximation einer einzigen
Funktion fithren wir nun einen Bestapproximationsoperator T ein, der dem
Paar (f+, f-) € OUla, b] die Menge aller Bestapproximationen aus R zu-
ordnet:

T(f+f) :={reR|4(r) = pr(f+ )}

Diese Menge kann leer sein. Im Falle R = R,*[a, b] ist T(f*, f~) nicht
leer, wie man durch Ubertragung des Existenzsatzes fiir die Approximation
einer Funktion erkennt. Jedoch kann es auch in diesem Fall mehrere
Minimallgsungen geben. Ein einfaches Beispiel dafiir ist folgendes:

In [0, 1] sollen die Funktion f *(x) = 1 — x und f~(x) = 0 durch Geraden
approximiert werden. Dann ist {1/2 — ¢x |0 < ¢ < 1} die Menge der
Minimalldsungen (Abb. 1).
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Abb. 1

Maehly und Witzgall [11] haben als erste eine hinreichende Bedingung
fiir die Stetigkeit von T bei der Approximation einer Funktion durch Elemente
aus R,"[a, b] angegeben. Werner [14] zeigte, daBl sie auch notwendig ist.
Spater hat Cheney [2] bestitigt, daB diese Bedingung auch fiir verallge-
meinerte rationale Approximation hinreichend ist. Zusammen mit Loeb
[6] zeigte er ihre Notwendigkeit.

Im folgenden wollen wir diese Bedingung verallgemeinern auf die Simultan-
approximation und filhren dazu einen verallgemeinerten Begriff der
Normalitit ein.

DEFINITION 4.1, (f*, f~) € OU[a,b] heiBt normal, wenneseinrge T(f+, f)
gibt mit den Eigenschaften:

(1) (P + ry@) = dim(P) -+ dim(Q) — 1

(2) r, wird durch eine Alternante charakterisiert.

Aus dem Eindeutigkeitssatz 3.2 folgt sofort

Sarz 4.1. Ist (f*,f~) normal, dann besteht T(f*,f~) aus genau einem
Element.

Falls f* = f- ist, dann ist diese Definition der Normalitit mit derjenigen
bei einer einzigen zu approximierenden Funktion identisch. In diesem Fall
ist die Eigenschaft (2) immer gesichert.

SAt1z 4.2. Ist f+ = f— € R oder (f*, f~) normal, dann gibt es eine Umge-
bung U von (f+, f-) in OUla, b}, so dap T(g+, g7 +# @ fir alle (g*,g") e U.
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Es existiert weiterhin eine Zahl B >0, so daf fir rye T(f*,f~) und
ro€ T(g+, g7) gilt:
ro — 1,0l < BN ) — (g gl

Beweis. Wir wollen zuerst den zweiten Teil des Satzes beweisen. Dazu
machen wir zwei Fallunterscheidungen.

(@ f*=f-eR:Dannistry==f*=f"und es gilt:

lro —roll <ilrg,ry) — (gH g N+ (g g) — (FH
< 2 ”(f+af—) - (g+’ g,)”

Wir konnen also 8 = 2 wihlen.
(6) (f*,f)sei normal: Die Suche nach einer Minimallosung zu (g+, g7)
kann auf solche r € R beschrinkt werden mit
(gt 87) — ()l < (g%, 87) — (ro, ro)ll

Wegen des strengen Eindeutigkeitssatzes gilt fiir solche r:

vlir—=rl <UD~ @l =1L — (o, ol
<A —(gh e+ g g) — (i
—I(f* ) — (g, roll
<WfH)—(gh e+ Ighg) — (ro, ro)l
—Wf*f7) — (ro, ol
<20+ ) — (gh gl

Also gilt fiirr, e T(g*, g7):
Ilrg —roll < 2y NFH ) — (gf, 8l

Damit kénnen wir 8 ;= 2y~ setzen.

Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, sei r, = pg/q, und
lpoll + 1l go |l = 1. Die Zahl € := (1/2) minge(q,5; go(x) ist groBer als null.
Wir wihlen nun €, > 0 so, daB aus

r=plgeR,
lpll+llgl=1; =>llg—ql <e.
lr—rll < e,

Eine solche Zahl e, existiert, denn nehmen wir an, es gebe eine Folge
{r«} = {Ps/qx} in R mit

lgell +lpell =1, lm—rlE>0 und lg—ql>e«q,

640/9/2-4
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dann folgt 0.B.d.A. aus dem Satz von Bolzano-Weierstral} (wie im Beweis
von Satz 3.3): es existieren g € Q und p € P mit

(1) g(x) = 0in [a, b]
@ llp—pell—0fiirk - o
(3) Ilg — gill — O fiir k — oco.

Aus || r, — ro || = 0 fiir kK — oo folgt dann wegen

lpx — rogrll = | gulric — roll < |l re — 1ol

auch || py, — roqx || — O fiir £ — co.
Damit gilt wegen

e —rgll <lip—pell + 1 pe — rogill + 1l rolgx — QI

die Beziehung p = ryg. Nach Hilfssatz 3.2 ist dann ¢ = g, und p = p,, im
Widerspruch zu || g — goll = € .
Um den Beweis zu vollenden, sei nun

U= {(g" 8 € OUla, B LI(F 1) — (g 8l <5
Dann erfiillt eine Minimallosung r, zu (g*, g-) € U, falls sie existiert, wegen
(a) und (b) die Bedingung
[rg —roll < e
Wenn wir nun r, = p/q durch || p|| + || g1l = 1 normieren, folgt also:

(g — qoll <e.

Deshalb kénnen wir uns bei der Suche nach einer Bestapproximation zu
(gt,g)eUauf

r=CeRUIplI+ gl = 1,409 > e in [a, ]

beschrinken. Diese Menge ist kompakt in Cla, b] und enthilt damit eine
Minimalldsung zu (g*+, g7) € U.

Es ist noch offen, ob die Bedingung in diesem Satz auch notwendig fiir die
Stetigkeit des Bestapproximationsoperators ist.

5. EINE VERALLGEMEINERUNG EINES VERFAHRENS VON CHENEY-LOEB

Cheney und Loeb [4] leiteten ein Verfahren zur Losung der rationalen
Tschebyscheffapproximation einer einzigen Funktion her, das nicht die
Existenz einer Alternante wie der Remez~Algorithmus benutzt. Da bei der
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Simultanapproximation zweier Funktionen f+ und f~ {iber dem Intervall
[a, b] nicht in jedem Fail eine Alternante existierf, erscheint es sinnvoll zu
versuchen, ein Verfahren zu verallgemeinern, das nicht auf einer Alternante
beruht.

Es sei wieder (f*, f-) € OU(B) und P, @, und R wie in 2, Wir wollen also
A(a) = maxye; {| f(x) — r(a, x)| + Z(x)} beziiglich R minimieren (f und Z
wie in 1.4 bzw. 1.5). Bei der Suche nach einer Minimalldsung kénnen wir uns
auf solche a € R**™ mit || a || < 1 beschrinken. Dabei soll

lall := 1<IP£5(+m |a;] sein.

Bei dem folgenden Iterationsverfahren sei der Ausgangsvektor a' mit

flat] < 1 so gewdhlt, daB

g@h, x) >0 fiir alle x € B.

Wir nehmen nun an, wir haben &* mit || a* || < 1 und g(a*, x) > 0 fiir alle
x € B bestimmt. Dann definieren wir fiir « € R**™ die Hilfsfunktion

Sx(a) := sup {1 () q(a, x) — p(a, x)| + (Z(x) — 4(@") g(a, x)}. (5.1)

dx(a) ist eine in R"*™ konvexe, also auch stetige Funktion (vgl. Collatz-
Wetterling (7, S. 77]).

Wir bestimmen nun einen Vektor #*+1 € R»*+# g0, dafl er die Funktion 8,(a)
im Einheitswiirfel || || <X 1 minimiert. Dies ist ein Problem der konvexen
Optimierung. Wir behaupten:

() Ist g(b**, x,) = 0 fir ein x,€ B oder 8,(b*Y) = 0, dann ist
(a®, -y Minimallésung zu (f*, f~) € QU(B).

Beweis. Ist g(b*+, x,) = 0, so folgt aus (5.1):
8x(B*Y) = | p(b**1, x,)! = 0.
Wegen
Ox(a®) = sup {a(@, Ol f(x) — r@*, x)| + Z(x) — 4(@9)]} = 0

ist 8;(b**) = 0, und wir brauchen nur noch fiir diesen Fall zu zeigen,
daB r(a*, -) Minimalldsung ist: Nehmen wir indirekt an, es gebe eine bessere
Approximation als r(a®, -), z.B. r(b, ©). Dann ist 4(b) = A(a*) — ¢, mit
& > 0. Weiterhin giit:

3x(b) = sup {4(b, Of ) — b, x)| + Z(x) — d@)}}
= sup {g(b, DI f(x) — r(b, )| + Z(x) — 4@) — &l
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Da es ein €, > 0 gibt mit g(b, x) > e, fir alle x ¢ B, folgt:
Sk(b) < —— €€y < O.

Dies ist aber ein Widerspruch zu 8,(b*t1) = 0.
Liegt also die Situation («) vor, dann setzen wir

atti 1= gk fir j=1,2,.,
und das Verfahren ist beendet. Andernfalls definieren wir

gl 1= prit

und wiederholen das Verfahren mit der Hilfsfunktion 8,.,(a) usw.
Fiir dieses Verfahren gilt dann folgender Satz:

Sarz 5.1.  A(a*) konvergiert monoton fallend gegen die Minimalabweichung
pr(f*, f7). Die Konvergenz ist mindestens linear, d.h.

4@ — pp(f*,f7) < yd@) — p(fH ) mit 0<y <1,

Jalls eine Minimallisung existiert.

Beweis. Ist g(a*+, x) > O fiir alle x € B und 8,(a**!) < 0, dann giit fiir
alle x € B:

[f(x) — r@*, x)| + Z(x) < 4(a*)
und daher
A(a*+Yy < 4A(d").

Die Folge {4(a*)} ist also monoton fallend und hat einen Grenzwert L. Wir
miissen nun zeigen, daBl L = pp(f*, f~): Dazu nehmen wir indirekt an, L
sei nicht gleich pR( f*,f7). Dann existiert eine Funktion r(a’, -) € R mit
4(@) < Lund || d'|| < 1. Es gilt nun:

(@) < dula’) = sup {g@, DU f(x) — r@, x)| + Z(x) — 4@}
Wegen
1 f(x) — r@, ¥)| + Z(x) < 4(@) < 4(d¥)
folgt also
8i(@!) < 8x(a) < sup {(a’, x)[d@) — 4@}
= ald(@’) — 4(a")],
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wobei

o= Iysi}rgl q@’, x) > 0.
Ebenso erhalt man:
0 > o(a*) > B sug{!f (x) — (@, x)| + Z(x) — d(a*)}
= ﬁ[ze(a"“) — 4@},

wobei

B := sup max g(a, x) > 0.
llali<1 zeB

Dann gilt:
A(ak-H) — A(ak) < (1/‘8) Sk(ak-H)
< (¢/B)d(@) — 4@l

Fiir ¥ — oo folgt daraus:
0 < (¢/B)l4(a) — L].

Dies ist aber ein Widerspruch zu 4(a’) < L. Also ist L = pg(f+, ).
Ist r(b, -) mit || b ]| < 1 Minimallésung zu (f+, f~), dann folgt die lineare
Konvergenz aus:

M@+ — A(@) = @) — pu(f+,F7) + palf*, ) — di@)
< (/B)lpe(f*, f7) — 4(a9)],
wobei

o = n;eig q(b, x).
Durch Umschreiben erhidlt man ndmlich:

Ay — pr(f*f7) < (1 — /P)d(@®) — pr(f, 1)) (5.2)
Dabeiist0 < 1 — /8 < 1.

Bemerkung. Da die Vektoren a* beschrinkt sind, existiert eine Teilfolge,
die gegen cinen Vektor b e R*t™ konvergiert. Bei rationaler Polynom-
approximation iiber dem Intervall [a, b] konnen wir zeigen, daBl r(b, -)
Minimallgsung der vorgeschriebenen Form ist, wenn man zuvor gemeinsame
Faktoren in Zahler und Nenner kiirzt.

Falls (f*, f~) € OU[a, b] normal ist, dann kann man liber die Konvergenz
der Funktionen r(a*, -) folgendes aussagen.
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Satrz 5.2. Ist (f+,f~)e OUla, b] normal, dann konvergieren die Funk-

tionen r(a®, -) aus dem oben beschriebenen Verfahren linear gegen die Minimal-
losung rovon (f+, )

r(@®, -) — rgll < A6 mit 0 <0 <1.
Beweis. Aus dem strengen Eindeutigkeitssatz und aus (5.2) folgt:
I r(@, ) — roll < ¥ H4(@) — pr(f, )]

&

<v (1= 1@ — paln s

Mit 0:=(1 — o/B) und 4 := y[d(@") — pr(f+,f)] ergibt sich die
Behauptung.
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